Erzwungene Schwingung

Versuch: Anregung einer Drehschwingung durch eine von ,auRen“ einwirkende periodische Kraft
0
(Drehpendel). Messung der Schwingungsamplitude S in Abh&angigkeit von der Frequenz f

der erregenden Schwingung bei unterschiedlich starker Dampfung.

Versuchsergebnis:

a: ohne Dampfung
b: leichte Dampfung
c: mittlere Dampfung
d: starke Dampfung

Mit zunehmender Dampfung

- verringert sich die Amplitude im Resonanzfall

- verbreitert sich der Resonanzbereich

- verschiebt sich die Resonanzfrequenz zu kleineren Werten hin

Generalisierung der Resonanzerscheinung:
Es sind 2 schwingungsfahige Systeme vorhanden (Syst. 1 und Syst. 2) mit der Frequenz f; (variabel)
und der Frequenz f, (Eigenfrequenz). Die Systeme sind gekoppelt. Resonanz, wenn f; = nf.

Losung der Differentialgleichung fiir eine erzwungene Schwingung:

Erstellen der Bewegungsgleichung:

O
Auf das schwingungsfiahige System wirkt die periodische Kraft F = FBin((,ot) ein. Dabei ist w die

Frequenz der einwirkenden periodischen Kraft.
Da die erzwungene Schwingung als gedampft angenommen werden soll, lautet die Bewegungs-
gleichung:

m(t) + r 3(t) + D{t) = Frsin(et) L)

mit m als schwingende Masse, r als Konstante fur die geschwindigkeitsabhangige Reibung
und D als Direktionskonstante.

Gleichung (1) wird durch m dividiert:



st) + 2k 3(t) + w? 3(t) = CEin(wt) @)

Losungsansatz und Lésung fiir die Differentialgleichung:

s(t) = gEdsi n(wt +®) mit ¢ als Phasenwinkel. (3)

Um den zeitabhangigen Anteil (wt) vom zeitunabhéngigen Teil ¢ zu trennen, wird diese Gleichung mit
dem Additionstheorem fiir sin-Funktionen

sin(a +B) = sin(a) [eos(B) + cos(a ) Ein(p)

umgeformt zu:

oft) = stfsin(cat) teos{p) + cos{oat) in(6)]

= s(t) = pG&Ein(wt) + q [cos(wt) (4)
mit p=§@:os(¢) und g =§E¢in(¢) . 5)

O
In der Gleichung (3) sind S und ¢ unbekannt und waren somit zu berechnen. Durch die Anwendung
des Additionstheorems und die nachfolgende Umbenennung in den Gleichungen (5) sind es nun die
Grofden p und q, die bestimmt werden mussen.
Wegen
_sin(a)

sin?(a)+cos?(a)=1 und tan(a)_cos(a) gilt:

2

O
s=4p®+0g*> und tan(q)): (6a; 6b)

ol

Die ersten beiden Ableitungen der Gleichung (4) nach der Zeit lauten:

§(t) = wp [eos{wt ) — wq Ein(wt)
3(t) = —w?p Ein(wt) - w?q [eos{wt)

Einsetzen in die Bewegungsgleichung (2):

- w?p Gin(ot) - w?q [os{wt ) + 2kawp [Eos(wt) - 2kewq Ein(wt) + w?p Ein(wt)
+ w2q [Eos(wt) - C Ein(wt) = 0

Ausklammern des sin- und cos-Faktors:

sin(ot) oo p — w?p - 2kag - C) + cos{ot) oz — w?q + 2kap) = 0




Da diese Gleichung zu jedem Zeitpunkt t erfillt sein muss (man sagt auch: identisch Null sein muss),
missen die Koeffizienten des sin- und des cos-Termes Null sein:

:{p(wg—wz)—kaq—Czo -

q(coé —w2)+ 2kwp =0

Dieses ist ein Gleichungssystem mit 2 Gleichungen und den beiden Unbekannten p und g. Mit Hilfe
der bekannten Verfahren zur Losung von linearen Gleichungssystemen aus der Sek. |
(Gleichsetzungsverfahren, Einsetzungsverfahren, Additions- bzw. Subtraktionsverfahren) lassen sich
hieraus die beiden Unbekannten bestimmen.
Etwas einfacher gelingt die Losung mit den Hilfsmitteln der linearen Algebra. Das
Gleichungssystem (7) sieht dann so aus:

w; - -2kw | (p)_(C
2k wp-w’) (g 0

Die Lésungen sind:

C -2k
0
W -0 —2kw

2k W} -w’

w-w C
2kw O‘
W —w = 2kw

2kw W -

p= und p

Uber welches Verfahren auch immer erhalt man als Lésung:

Cw? — w? - Cl2kw
Eﬁwo (Jo) und q:(wz_wz)z +(Zk2w2
0

P= (ooé —w2)2 + 4k *w’

Einsetzen in die Gleichungen (6a) und (6b) und anschlieende Umformung liefert:

O —_ 2k 5
s= 02 und  tan(¢)= 2—(‘“2 . (8a:8b)
\/(wg—coz) + 4k 2w? W ~W
Damit erhalt man als Lésung:
C . . . .
S(t) = Eﬂn(oot + ¢) wobei sich ¢ aus Gleichung (8b) ergibt.

\/(coé - )2 + 4k *w?

Zur _Erinnerung: Wir haben ein schwingungsfahiges System (z.B. Federpendel, Fadenpendel,
Drehpendel, elektr. Schwingkreis), welches mit der (Kreis-)Frequenz «y, schwingen kann. Diese
Frequenz, man nennt sie Eigenfrequenz, liegt fest und ist vorgegeben durch duRRere GréRen (z.B.
Federkonstante, Fadenlédnge, GroRe der schwingenden Masse oder Kapazitat und Induktivitat bei
einem elektr. Schwingkreis).

Auf dieses System wirkt eine periodische ,Erregung“ von auflen ein (z.B. Kraft bzw.
Wechselspannung). Die Frequenz dieser periodischen ,Erregung” ist w. Sie ist variabel!




Folgerungen aus Gleichung (8a):

1. Firw=0, d.h. die von AuRRen einwirkende Kraft ist konstant (keine zeitliche Abhéangigkeit):
m]

o Cco F ,_D _ |
S=— . Mit C=— und wj =— (harmonische Schwingung) folgt:
w; m m
0 0
o C Fm
S=E—=—=— (Hookesches Gesetz!)
wy, mD D
O
2.Fir w=uwy: S= Die Amplitude im erregten System ist maximal (Resonanz). Wenn
2k Lo,
0
die Dampfung 0 ist ( d.h. k = 0), dann geht S - oo (,Resonanzkatastrophe®). Fir w# oy geht
0
Snicht gegen Unendlich.
O
O
3. Fir w-oo: s=0 S
Damit erkléaren sich die
aufgenommen Messergebnisse:
C
w5

fo f
Folgerungen aus Gleichung (8b):
Fur die Phasenverschiebung ¢ folgt:

1. Fir w=0: ¢ =0, d.h. beide Systeme schwingen gleichphasig (keine Phasenverschiebung).

n
2.Fir w=wy: ¢ :E (Resonanz)?
11

B Fir w-oo: ¢ T1

2

: ohne Dampfung

. leichte Dampfung
: mittlere Dampfung
: starke Dampfung
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